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Kivonat

A gombfeliilet és a valos szamegyenes, valamint a hiperbolikus sik és a valos
szamegyenes Osszekapcsoldsaként létrejott terek az S/Q_LR, illetve a H? x R tér a 8
homogén 3 dimenzios tér(E?*, S*, H?, 8? xR, H? xR, SL2R, Nil, Sol) kizé tartoznak.
Ezen terek meghatarozasa, és leirdsa az utobbi évek, és évtizedek nem érdektelen
matematikai eredményei kozé tartozik, melyre B.N. Apanasov[l], Molnar Emil[3], P.
Scott[4] és W.P. Thurston[5] munkéiban keriilt sor. Dolgozatom célja ezen S? x R
és H? x R terek izometridinak a vizsgalata és osztalyozisa az E® euklideszi tér
analogiajara.



1. Bevezetés

Definialjuk elészor S? x R-t, majd H? x R-t, és a rajtuk értelmezett geometriat:

S2 x R egyszeresen Osszefiiggd Riemann tér, méghozza az S? szférikus stk (gémbfeliilet),
és az R szamegyenes altal képzett Descartes-féle szorzat, mint ponthalmaz. A H? x R
tér szintén egyszeresen Osszefliggd Riemann tér, a hiperbolikus sik és az R szamegyenes
altal képzett szorzattér. Ezeket a tereket a megfelels G izometriacsoporttal (Izometria:
a térnek olyan énmagara valo leképezése, mely megé6rzi a pontparok tavolsdgat a meg-
felels metrikaban.) ellatva kapjuk meg a 8 homogén 3 dimenzios geometria két elemét.
G =Isom(S? xR):=Isom(S?) xIsom(R), Gy =Isom(H? x R) :=Isom(H?)xIsom(R) adjak
meg ezeket az izometriacsoportokat, tehat a gombi egybevagosagokat, illetve a hiperboli-
kus sik izometriait kombinaljuk az R szamegyenes egybevagosagaival. A homogenitas azt
jelenti, hogy a tér barmely pontjat barmely pontra leképezi egy G-beli izometria. Az E3
térben ilyen izometridk példaul az eltolasok. Legyen ezek utdn G egy tetszdleges (fenti
homogén) tér izometridinak a csoportja, azaz a tér barmely egybevagosaga alljon els ezen
izometriak kompoziciojaként, vagyis a csoportelemek szorzataként. G legyen maximaélis
abbol a szempontbol, hogy semmilyen értelmes kiterjesztése sem hathat a téren a fent
definialt izometrikus médon.

Elevenitsiik most fel az euklideszi sik, és tér izometridinak az osztalyozasat. Mindkét
esetben beszéltlink irdnyitastartd, és irdnyitasvaltd egybevagosagi transzformaciokrol,
aszerint, hogy a jobbrendszert alkotd koordinata egységvektorok az egybevagosagi leké-
pezés soran jobb-, illetve balrendszerbe transzformalédnak. Ezen terek egybevagosagi
transzformacidinak az osztalyozasa utan kellemesnek latszott barmely izometriat csak
tiikrozések szorzataként elallitani, igy sziilettek meg a jol ismert tételek, miszerint:
E2-ben barmely egybevagosag el6all 3 egyenestiikrozés szorzataként, valamint E3-ban 4
siktiikrézés kompoziciojaként. Ma mar, amikor szamos maés ,,jol definidlt” teret ismeriink
és vizsgalunk, érdemesnek latszik ezt a két tételt az izometriacsoportok vizsgalatanak
targykorében standard tételeknek tekinteni, és valamilyen moédon az adott tér és az eu-
klideszi tér kozotti parhuzamok és analdgiak tanulmanyozésat a figyelem kézéppontjéaba
helyezni. Ezt két dologgal is ald tudom tamasztani: egyrészt az E3-ban, mint gazdag
szimmetriacsoporttal rendelkezé térben alkalmazott modszer rendkiviil egyszert, "szép”
forméat és leirast biztositott szamunkra, masrészt az analogiak keresése jol bevalt mods-
zere a matematikanak, és f6ként a geometrianak. Ezt a gondolatot kdvetve probaljuk
foltarni az S% x R, illetve a H2 x R terek izometriait. Ebben kévetjiik F. Bachmann|2]
gondolatmenetét, mely Hjelmslev munkaibol indult ki.

2. Az S? x R tér modellje

Nézziik most az S? x R tér egy lehetséges (projektiv) modelljét:

Tekintsiik az E? euklideszi teret, és tiintessiink ki egy o pontot. Tekintsiik most az o
kozépponti r-sugara gémboket (0 < r € R). Nyilvan ezek barmelyikével interpretal-
hatjuk az S2-szférikus sikot. Vegyiik tovabb4 az &sszes o-n ,athalado,, félegyenest, ezek
lesznek az dgynevezett szalak vagy fibrumok, mindegyiket, mint R valds szdmegyenest
tekintve. Minden szalnak két idedlis pontja legyen o a —oo és a félegyenes végtelen tavoli



pontja a +oo. A félegyenesek végtelen tavoli pontjai alkotjak az E3 tér — szokésostol

eltér6 — idealis pontjait. Ezen idealis pontokat egyetlen oo ponttéd egyesitve kapjuk az
E3 U {oo} konform lezarast, Q-t. Q\ {0,00} = E3\ {0} := E modellezi majd S? x R-et.
1.abra
Konnyen lathato, hogy ez a modell kielégiti a definiciot, azaz egy S2-szférikus sikot rog-
zitve (ez lesz a 0 € R szint), és az ebbdl kifelé (+ iranyban), és befelé (- iranyban)
kinovs szalakat véve, a tér pontjai pontosan az (X, y) alakt pontparok halmaza, ahol X
a kitiintetett S2-szférikus sik pontja, és y € R.

A tér izometriai definici6 szerint legyenek:

Isom(S? x R) := Isom(S?) x Isom(R).

Az igy értelmezett izometridk fibrumtartoak lesznek.

3. Isom(S?)

Térjiink 4t most mar a konkrét vizsgalatokra, és elevenitsiik f6l S? izometriait, mint
Isom(S?)x Id R elemeit:

Létezik az o kdzépponton athalado szal, mint tengely koriili forgatas, amely barmely
gombfeliilet két 4tellenes pontja (P és P’) koriili forgatasnak fog megfelelni. Ezek tel-
jesen kimeritik az S? gombi mozgasokat. Az euklideszi esethez hasonléan barmely ilyen
forgatas eldall két gombi f6korre valo tiikrozés kompoziciojaként (a f6korok tartalmazzak
a P és P’ pontokat), ahol raadasul az egyik ,tiikortengelyt” tetsz6legesen megvalasztha-
tom a P, P’ pontokon keresztiil, a méasik ekkor automatikusan adodik.

Iranyitasvalto transzformécio lesz a f6korre, mint tengelyre valo tiikkrozés, valamint egy
forgatés és egy tiikrézés kombinacidjaként el6allo forgatastiikrozés, az euklideszi csisz-
tatva tiikrozés mintdjara. Ezen egybevagosag harom tiikrozéssel helyettesithets, ahol az
els6 tengely sikjat a forgastengelyen at tetszélegesen véilaszthatom meg, a méasodik ekkor
rogziil, a harmadik tengely pedig merdleges az els6 kettére.

Ezek szerint beszélhetiink Isom S2-r6l, mint az alabbi hdrom részhalmaz egyesitésérdl:

o oS2 egy tiikrozésbdl allo izometriak, azaz tiikrozés egy gémbi t fokorre;

o oS2 két tiikrozés szorzatai, ezek barmelyike forgatds egy PP’ pontpar koriil, azaz
tiikkrozés a PP’ egyenesre illeszkedd siku t1 és to f6korokre;

e S2 harom tiikrézés szorzatai, ezek mindegyike forgatas egy PP’ pontpar koriil,
majd tiikkrozés a PP’ egyenesre merdleges siku ¢ fékorre.

Azaz S%-ben barmely egybevagosag el6all legfeljebb harom tiikrézés kompozicio jaként.
Fontos megemliteni, hogy mik lesznek az involutiv tiikrézéskombinaciok, amikor egy «
leképezésre aa = identitds =: 1, de a #= 1.

A fokorre valo tiikrozéseken kiviil ezek az o = tqto forgatasok, ha t1 Lty tovabba 8 = t1tot
ha t; Lto1t. Els6 esetben gombi pontpartiikrozésrél, a masodik esetben o kdzépponta
tiikrozésrél beszéliink, mely fixpontmentes transzformécioé lesz a gémbfeliileten.



4. Isom(R)

Tekintsiik ezek utdn az R-beli izometridkat S? x R-ben, tehat Id S?xIsom(R) elemeit:
Az R valés szamegyenes izometriai a kovetkezok:

e ecltolas egy R-beli vektorral a(a) : R— R, 2 — x4 a
e eaz R egy s pontjara valo tiikrozés, o(s) : R — R,z — —x + 2s.

Ezek analogidjaként tekintsiik a kovetkezoket az S? x R tér E modelljében:

4.1. Eltolas:

Tekintsiik az S? x R tér fenti E modelljének o centrumt, A aranyt (0 < A € R) nytjtasat,
tehat 7(t) : S2 x R +— S? x R, (X,y) — (X, y+1) értelmezi a tér eltoldsat, ahol ¢ = log A
szerint képezziik R multiplikativ csoportjat az R additiv csoportjara.

4.2. Tikrozések:

Tekintsiik az E tér tetsz6leges r-sugari gombfeliileteire vonatkoz6 gémbinverziokat. Jol
tudjuk, a gémbre vonatkozo inverzié az E térnek onmagéra valo involutiv (szogtarto,
goémbtarto) leképezése, ahol az adott gomb feliilete pontonként fix marad, a gémb ,lyukas
kozéppont,,, illetve az o kdzéppont képe a oo pont. (Ezek miatt is érdemes az S? x R-et
projektiv térben, s6t a projektiv gombon modellezni.) A pontonkénti leképezés a jol
ismert képlet alapjan torténik:

oP.oP =12

ahol oP a P pont kdzépponttol mért tavolsaga, oP’ a P pont P’ képének a kozépponttol
mért tavolsaga, P’ az oP félegyenesen legyen. A pontok szokéasos derékszogt koordinatai
a kovetkezSképpen valtoznak az r-sugart gémbre vonatkozé o inverzié esetén:

7"2.’L' T2y 7“22

z2+y2+22’$2+y2+22’z2+y2+22

o (z,y,2) — ( ) = (z%,y°, 2°)

Az inverzi6 tehat megfordit minden egyes R fibrumot, a gémbfeliilet viszont ponton-
ként fix marad.
Valoban teljesiil a definicio

4 2 2 2
(z2+y2+22)\/—T (2% + 4 + 2%) = r2.

(.’L'2 +y2+22)2

Nézzik most mi lesz két inverzi6 szorzatas:
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Ezek utan értelmezhetjiik a A-nyujtast két inverzi6 szorzataként, azaz a A aranyra:
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T
A==
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1

Ezzel be is lattuk, hogy barmely A-nyijtas elGall két inverzio szorzataként, s6t az egyik
sugarat tetsz6legesen valaszthajuk meg. (Vegyiik észre, hogy ez teljesen hasonldéan mii-
kodik az euklideszi térben is.)

Nézziik most meg, hogy mi lesz egy A\ aranyt nyujtas, és Ry inverzié szorzata:

A )\ aranyt felirhatjuk: :—% alakban, ahol ry-et tetszélegesen véalaszthatom. Valasszam
Ro-nek, igy az ¥o inverzié hatasara

AYg =335, =3,

egyetlen R; sugari 3, gombinverziot kapunk. Tehat Isom(R) az E modelltérben az
alabbi részhalmazok egyesitése:

e Ry inverzidk : tikrozések

e R, nyujtasok : két tiikkrozés szorzatai.

5. Isom(S? x R)

Ezen el6zmények utan, allitsuk els Isom(S? x R)-et:

Id R R, R»
Id S2 Id (S°xR) | R, R,

s 2 S’R, S7R;
S? S2 SR, SR,
S S SIR, SR,

Elnevezhetjik az igy kialakult 12 tipust a felhasznalt tiikrozések szamatol fliggen:
e Identitas=1
o Tiikrozések: S?, Ry

Eltolasok és forgatasok: R, S%, S% -Ry

Eltolas- és forgatastiikrozések: S7 - Ra, S3 - Ry, S3

e Csavarmozgasok: S3 - Ro, S3 - Ry



e Csavartiikrozések: S3 - Ry

Ezen osztalyozas teljességének a bizonyitasa konnyen adodik, ha figyelembe vessziik
a tér definiciojat, tovabba, hogy Isom(S? x R)=Isom(S?) x Isom(R). Az osztilyozasban
nincsenek atfedések, és barmely izometria benne van a tablazatban. Ha az identikus
leképezést X3 = 1 szorzatnak tekintjiik, akkor az 1. és 3. tipust az 5. részeként, az
identitast és a 2. tipust a 4. részeként tekinthetjiik. Az el6bbiek az irdnyitasvalto, az
utébbiak az irdnyitastart6 izometriak.

6. A H? x R tér modellje

Modelliinket a korabbi E:= E3\ {0} térben tekintjiik. Tekintsiink most egy nyilt félkipot,
jelolje
CT ={X(z,y,2): 2 +y* —2° < 0,2 >0} :=H* xR

azaz a félkup bels6 pontjai lesznek a tér pontjai.
Messiik el ezt a félkiipot (réviden kiipot) egy a z tengelyre meréleges sikkal, igy a H2-sik
Cayley-Klein kérmodelljét (C-K modell) kapjuk. Az igy kapott hiperbolikus sik minden
egyes pontja egy-egy o-pontbol ,kinove, fibrum doéféspontja lesz. A tér tehat (X, y)
pontparok halmaza lesz, ahol X a kitiintetett hiperbolikus sik pontja, y € R. Ezek utan
tekintsiik a kévetkezsket:
Vegyiink egy fent definialt tetszdéleges z = k sikmetszetet, és feleltessiik meg a pontjait egy
a sikot (0,0, k) pontjaban érints x2 + y? — 22 = —k? egyenletii kétkdpenyt hiperboloid
pontjainak. Az o pontbol kindvs fibrum félegyenesek a kijelolt H2-sikot metszik, és
egyértelmtien leképezik az érint6 félhiperboloidra (réviden hiperboloidra). A hiperboloid
végtelen tavoli pontjai megfelelnek a hiperbolikus sik végtelen tavoli pontjainak, egyben
a kupalkotok, mint félegyenesek idealis pontjainak.
2.4bra

A tér izometriai, hasonléan S? x R-hez, definici szerint legyenek:

Isom(H? x R) := Isom(H?) x Isom(R).

Természetesen ezek az izometridk fibrumtartéak lesznek.

7. Isom(H?)

Tekintsiik tehat H? izometriait, mint Isom(H?)xId R elemeit:

A hiperbolikus sik mozgasai a C-K modellben azok a projektiv kollineaciok, melyek
elsallnak két egyenestiikrozés kompoziciojaként. Egyenestiikrozésen a C-K modell C-
centrumit (C' ¢ H?) t tengelyegyenest, ¢t a C-centrumnak az adott korre vonatkozo
polarisa, centralis axialis kollineaciojat értem. A tito tiirézésszorzatra, mint mozgasra
harom esetet kiilonboztetiink meg (3.4bra):

e At és a ty tengelyek metsz8k, ekkor a szorzat transzformacionak fixpontja és
modellen kiviili fixegyenese lesz. Ezek a hagyoményos forgatésok.



e Aty és a ty tengelyek ,parhuzamosak”, a modell hataran metszik egymast.

e Aty és a ty tengelyeknek létezik kozos merdlegesiik, ekkor a kozos merdleges fix-
egyenes lesz.

Nézziik most hogyan fog kinézni egy ilyen tiikrézés 3-dimenzidban a H? x R tér fenti
modelljében (2. abra, a koordinatarendszerhez csatolt Monge-abréazolassal késziilt):
Vegyiik a tér fent bemutatott modelljét, egy H? sikmetszetet, a neki megefeltetett hi-
perboloidot, valamint vegytiink fel a sikon egy t-tengelyegyenest, és ennek C poélusat a
modellen kiviil. A ¢ tengelyegyenes két végpontjat (melyek nem tartoznak a hiperboli-
kus sikhoz) kossiik 6ssze az o ponttal, igy megkapjuk a tengelysikharomszoget. Tovabbé
vegyiik az oC félegyenes C™ idealis pontjat. A C-K modellben (elss kép a z = k sikban)
a t centralis axiélis kollinedcio szerkesztését az AA? segédpontpar hatarozza meg. Az
abran lathatoan kapjuk egy tetszdleges P pont P! képét. Ezt a C-K modellbeli képet
az o kezdépontbol egy w-val jelolt vetitéssel felvetitjitk az 2 + y? — 22 = —k? egyenletii
hiperboloidra. A C' centrumnak az oC félegyenes C'°° idealis pontja feleljen meg. Az
(ot) stk a hiperboloidbol egy ¥ hiperbolat metsz ki. A P, P! Q,Q¢, ... pontok képei
a hiperboloidon legyenek P¥, P Q“ Q™. ... . Kideriil, hogy tetsz6leges P pontra a
P“ — P, P+ Pt P!+ P™ hozzirendelés egy térbeli 6 centralis planaris kollineacioval
szarmaztathat6, melynek C* a centruma, (ot) a tengelysikja, a hiperboloid énmagéara
képzdédik, agy, hogy a 9 hiperbola pontjai fixpontok.

Tehat a C-K modell ¢ tlikrézésének a hiperboloid ¥ tiikrozése felel meg, mely a 0 leképezés
hiperboloidra torténd megszoritasa. Ezt irhatjuk:

9=t = w lw

konjugalés alakjaba is. Ez tetszGleges k-ra igaz. 6 hatasa igy all el az 6sszes ¥y hatasbol.



Tekinthetjiik tehat Isom(H?)-t az E projektiv modellben, mint Isom(H?)x Id R ele-
meit. Ezen elemeket 6 osztalyba soroljuk a tiikkrozések szamatol, illetve a tiikortengelyek
elhelyezkedésétdl fliggGen:

e Id H?: Identitas
e H?: Tiikrozések
e H3 mozgasok:
1. H3,: Forgatéasok

2. H3,: Paraciklus menti eltoldsok (paramozgés)

3. H3,: Hiperciklus menti eltolasok (hipermozgas)
e HZ: Eltolastiikrozések

Az izometridk osztalyozasa azon mulik, hogy a hiperbolikus sikban is két tiikrozés szor-
zata helyettesitheté masik kettével, tgy, hogy egyikiik egyenese tetszSleges adott pontra
illeszkedjék.

8. Isom(R)

Nézziik most Id H?x Isom(R) elemeit:

8.1. Eltolas:

A H? x R tér fent bemutatott modelljének o centrumi, A ardnyt (0 < A € R) nytjtasa,
tehat 7(t):

H? xR — H?2 xR, (X,y) — (X,y +t) értelmezi a tér eltolasat, ahol t = log A szerint
képezziik RT multiplikativ csoportjat az R additiv csoportjra.

8.2. Tukrozések:

S? x R-hez hasonléan ismét az inverzi6 visz célhoz, mely pontonként fixen tartja a z = k
H?2-siknak megfeleltett hiperboloidot,

—k2z —k2%y —k2z
22 £ 2 — 220 g2 4 y2 — 220 32 4 y2 — 22

o (x,y,2) — ( ) =: (27,97, 27),

de minden egyes R fibrumot megfordit.
Két inverzi6 szorzata:

—k2x —k2y —k2z -
01:\%,Y,2) — ) ’ = :Cla alazal
1: (2,9, 2) (x2+y222 22 £ 2 — 220 32 4 y2 — 22 ( Yy )
és
o9 : (1.01 y01 Zdl) —s (1.0162 ydlﬁz 26162) —



2 —k%z
-K <m2+y27z2)

20102 _
k% y2k4 22k4
(@2+y2—22)2 + (@2+y2—22)2 ) — \ (@Z+y2—22)2
K2 —k2y
y0'10'2 — K (z2+y2—22)
224 + y2k4 _ 22k4
(22 +y2—22)2 (22 +y2—22)2 (2242 —22)2
_ 2 —k2%2
20'10'2 — K (I2+y2—22)

r2k4 y2k4 22k4
((z2+y2—22)2) + ((w2+y2—z2)2) - ((w2+y2—z2)2)

K2 K2 K2
(@772, Y7172, 271 7%) = (ﬁxa =Y ﬁz> :

Ertelmezhetjiik tehat a A-nyajtast két inverzié szorzataként:
K2
Tehat barmely A-nyujtas el6all két inverzié szorzataként, s6t az egyik tetszSlegesen
valaszthat6. Igy mindig helyettesitheté egy A aranyd nyujtas és az 22 + y? — 22

—K? egyenletii hiperboloidra vonatkozo o inverzié egy a2 + y? — 22 = —k? egyenlet
hiperboloidra vonatkozé Y1 inverzioval:

A

AYp = ¥1E93 = 3.
Tehat Isom(R) a bemutatott modellben a kévetkezs két részhalmaz egyesitése:
o R, inverziok: tiikrozések

e R, nyudjtasok: két tiikkrozés szorzatai.

9. Isom(H? x R)

IdR R, R;
1d H? Id(H2xR) | R, R,

H? H? HCR, HZR,
HZ, HZ, H R, H R,
HZ, HZ, HZ R, HZ R,
HY), HY), HY, Ry HZ, Ry
H2 H2 HIR, H2R,

Az osztalyozas teljességének a bizonyitasa S? x R-hez hasonléan adodik. Iranyitastar-
tok lesznek a paros szamu tiikrozés kompoziciojabol el6alld transzformaciok, iranyités-
valtok pedig a paratlan szamu tiikrozés kompozicidjaként elGallo transzformaciok.



10. Megjegyzések

Erdekességként nézziink néhany példat tiikkrézéscsoportokra és térforméakra.
S? kompakt alaptartomanyt csoportjait R-belivel kombinalva:

1. 2, %, 5 szogekkel rendelkezé gémbi haromszog oldalaira valo tiikrozések altal ge-

neralt csoport x R-beli két tiikrozés, mint generdtorok D, diédercsoportja, vagy
%, 5 sz0gd gémbi haromszog, mint kompakt alaptartomany tiikrozéscsoportja(tetraédercsoport)
R-beli két tiikrozés, mint generatorok D, csoportja,
3. 5, %, 7 gombi haromszog altal generalt tiikrozéscsoport
(kockacsoport) x R-beli két tiikrozés Do, csoportja.

Nézziink most S? x R-beli fixpontmentes transzformaciok altal generéalt térformakat:
1. g = (S?Ry)-eltolastiikrézés, G := (g), (S? x R)/G= nem irdnyithat6 térforma.

2. vagy ha g1,92 € S3R; involutiv csavartiikrozések gy, hogy g291,9192 € Ra el-
tolasok, tehat G := (g1,92 — 1 = g2 = g3) -egy szokdsos csoportreprezantilas,
akkor (S? x R)/G iranyithaté térforma, minden pontnak lesz S? x R-beli gémbbel
izometrikus kornyezete, és egy gémbhéj lesz a fundamentéalis tartoméany.

H? x R-ben:
Egy %, g, T s20gt haromszog oldalaira valo tiikrézéseket (2 <p < ¢ <, % + % + % <

1), tovabba R;-beli két tiikrozést véve generdtornak H? x R-beli végtelen sok tiikrozésc-
soportot nyeriink. Az S? x R és H? x R terek kompakt alaptartomanyt (H? x R esetében
véges térfogati) tércsoportjainak és térformainak osztélyozdsa még megoldatlan pro-
bléma.

Megemlitjiik, hogy az analég problémékat az E3 euklideszi térben S.E. Fedorov, A.
Schonflies (1891) oldotta meg: 219 nem izomorf tércsoportot, és ezek kozott 10 térfor-
mat talaltak.
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