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Kivonat

A két illetve harom dimenzios euklideszi tér kristalycsoportjai osztélyozasanak a
kérdése, részben a gyakorlati alkalmazéasoktol motivalva, lényegében a XIX. szazad
végére megoldodott. A klasszikus - allandé gorbiileti - két dimenzios geometriak-
ban a probléma teljes megoldasara 1967-ig kellett varni [9]. Az utobbi évtizedek
egyik centralis matematikai eredménye a harom dimenziés egyszeresen Osszefiiggd
tér homogén maximalis Riemann geometridinak az osztalyozasa, modellezése, leirasa
[10],[11],[12],[13]. A hé&rom &lland6 gorbiilett téren, vagyis az E3 euklideszi, S*
szférikus és H® hiperbolikus téren kiviil tovabbi 6t nem ekvivarians metrikus geo-
metria létezik, amelyekben a tércsoportok osztilyozasa, igy a felmeriil6 fogalmak
targyalasa fontos és altalanosan méig meg nem oldott kérdés. Ebben a dolgozatban
elsgsorban a H? x R, a korabban mar altalam osztalyozott S? x R [6], és a nem
maximélis, de a kristalygeometridban jelentSséggel bird E? x R szorzatterekkel fo-
glalkozunk. Vizsgaljuk az [5], ill. [6]-ban az S% x R-beli tércsoportok osztélyozéasara
kifejleszett és hasznalt modszer a H? x R (E? x R) térre valo kiterjesztésének le-
het&ségeit és nehézségeit. Hangsilyozzuk tovibba a jelentSs hasonlosagokat, és
a meglévs kiilonbségeket, melyeket részben az algebra és a geometria klasszikus
kolesonhatasa motival [3],[9].



1. Bevezetés

A Klasszikus euklideszi, hiperbolikus és szférikus sikgeometridk - E2, H2, S2 - krista-
lycsoportjai egységes osztalyozasat A.M. Macbeath 1967-69-es cikkeivel fejezte be [9].
Lényegében a mar Poincaré altal is ismert Fuchs csoportok tn. F-szignatarajabol és
prezentaladsabol kiindulva, a hiperbolikus sikcsoportok teljes algebrai osztalyozasat me-
goldva, az iranyitasvalté transzforméciokat tartalmazo csoportokat is jellemzs egységes
szignatirat és prezentaldst vezetett be.

A szignatura:

(£, g; [m1,ma,...,me{(n11, -, M1sy )y ooy (MEL, -+« s Mksy ) }) (1.1)

a IT/T faktor struktarat, azaz a II sik T-palydinak halmazat, mint kompakt feliiletet
jellemzi, ahol TI egy egyszeresen osszefliggs allandé gorbiileti sik (a tovabbiakban is IT :
E2, H?, S?), I pedig a sik izometridinak egy kompakt alaptartomanyt csoportja.

A =+ a feliillet iranyithatosagara, g a nemszamra utal, | ]-bol a feliilet Gn. szingularis
pontjainal felléps ciklikus csoportok, e pontok stabilizator részcsoportjainak rendjei, { }-
bol a peremkoponensek és az ezekben felléps diédercentrumok rendjei olvashatok le.
Ehhez kapcsolédva Macbeath bevezette a I' csoportok egy standard alaptartomanyat és
ehhez a T' (4ltalaban redundéans) prezentéalasat a kovetkezd ,,geometriai generatorokkal”
és relaciokkal:

(T'l,---,TT;Cl(),---,Clsl;---;CkO,---,Cksk;el,---,ek;al,bl,---,a/g,bg; -
mi M. —1 . 2 2 Nij .
=TT Cis €5 Ci0€iy 5 Ch i1, Cr gy (Ci—1Cig) "

(t=1,...0k j=1,...,8);
Ti...Tp€1 .. .ekalblal_lbl_l .. .agbgaglbgl) (1.2)

iranyithat6 esetben; illetve az a;,b; eltolas generatorok helyett az ai,...,aq eltolastii-
krozésekkel generalva az utolsé relacié helyett az:

Tl...rrel...eka%...ag

relacioval, ha a II/T feliilet nem iranyithato [9].



l.abra A II/T nemirdnyithatd faktorfelilet szimbolikus prezentdldsa. A kdzépen dbrdzolt
kezddpontbdl kiinduls élek mentén olloval felvdgva kapjuk az Fr alaptartomdnyt. Az
élek hozzdk létre az oldalpdrokat, a peremkomponensek pedig a tikoroldalakat.

Ez a prezentélas egy kompakt alaptartomanyhoz tartozik, melyet Fp-val jeloliink.
Ezen alappoligon bizonyos élparjai homeomorfizmusokkal képz&dnek egymasra, igy all
el a II/T" =: Fr feliilet.(1.4bra)

A lehetséges alaptartomanyok kombinatorikus ekvivalencia erejéig térténd osztélyozasé-
ban [8], illetve a sikcsoportok Macbeath-féle szignaturaja alapjan torténd relizalasaban
fontos szerepet jatszik az alaptartomany kombinatorikus (teriilet)mértékének képlete:

R—W{ZE—Q Z 2+Z 1+— ) + 2x} (1.3)

=1 i=1 j=s1

mely az Fr szogosszegének és a megfelels eulideszi szogosszegnek a kiilonbsége; ahol &
a realizalo sik Gauss gorbiilete, x = 2 — ag a feliillet Euler karakterisztikaja, ahol a = 1
nem irdnyithato esetben, a = 2 iranyithaté esetben. Az euklideszi esetben k = 0, és a
hasonlésag miatt a T teriilet barmekkora lehet.

2. Homogén geometriak, izometridk

A 8 homogén maximalis Thurston-féle geometria: E3,S3, H3, S2x R, H2x R, SL,R, Nil, Sol

koziil kettd direkt szorzat alaka fibralt tér, tehéat a tér pontjai az (X, z) alakt parok hal-
maza, ahol X € II alapsik, x € R fibrum (vagy szal). Ugyanilyen struktiraji az E2 x R



tér, amely ugyan nem maximalis geometria(ugyanis E3 gazdagabb izometriacsoporttal
rendelkezik), de az analdgiak és a kristalytani alkalmazasok szempontjabol jelentséggel
bir (2.4bra).

Itt nem indokoljuk azt az alaptételt, miszerint a IT x R alaku terek izometridi természe-
tesen allnak el a kévetkezs alakban:

Isom(Il x R) = Isom(II) x Isom(R), (2.1)

igy nyilvan minden izometria fibrumtarté lesz, most specialisan az R-kompo-nensek R-
komponensekre képzédnek.

Ezen izometridk IT-n hatod részét B-vel, a transzformécié R-en hato részét (b, T)-val
jeloljiik, ahol tehat B € Isom(IT), b = +1 az R identikus leképezése : 1 =: 1R :
(X,z) — (X,z) vagy R-beli ponttiikrozés : —1 =: 1g : (X,z) — (X, —z), illetve
7 (X,z) — (X,z + 1) eltolas az R-fibrumok mentén. A transzforméciok szorzasi
szabélya a kovetkezd:

(Bl X bl,Tl) [¢) (Bg X b2,7’2) = (BlBQ X b1bg, T1by + 7‘2) (2.2)

melyet a
B x (b,7) ~(Bxb71) : (X,2)— (XB,ab+ 1) (2.3)

hatasbol szarmaztathatunk. Itt és a tovabbiakban is a leképezések a tér pontjain jobbroél
hatnak.

A harom klasszikus geometria egybevagosagaihoz hasonloan ezen terek minden izome-
tridja is természetesen &ll el§ tiikrozések szorzataként. A II alapsikban (vagy bazisban)
barmely egybevagdsag harom egyenestiikrozés szorzataként el6all, az R-fibrumban leg-
feljebb két ponttiikrozés sziikséges, igy II x R-ben legfeljebb 5 siktiikrozés elegends, és
nyilvan ennél kevesebb nem elég [4].

Ezen izometriak halmazat jeldlje ILR;, i =0,1,2,3 j =0, 1,2, 1asd [4]-ben.

Megjegyzések Ilyen klasszikus elgallitas az SLoR és Nil geometridkban nem lesz
lehetséges, ugyanis ott - a definiciobdl adéddan [13] - minden izometria iranyitastarto,
megdrizve az alapsik feletti fibralast. Mégpedig SL2R a H? hiperbolikus sik pontjai
feletti R-fibrumokbol, Nil pedig az E? euklideszi sik pontjai feletti R-fibrumokbol &ll
a direkt szorzatttol eltérs ,csavart” modon [10],[11],[12],[13]. Megjegyezziik, hogy mind
a 8 homogén geometriaban a leképezések iranyitastartasat altalanosan a transzformacio
Jacobi determinansanak pozitiv elGjelével értelmeg}l(_et/jiik.

Fontos viszont kiemelniink, hogy ha v € Isom(SL2R) akkor a p(7) lehet iranyitasvalto
transzformacio, pl. egyenestiikrézés H2-ben, ahol

e~

p: Isom(SLaR) — Isom(H?) (2.4)

a fibrumok szerinti vetitéssel értelmezett természetes projekcio. Definicio szerint tehat a
p projekcié megtartja a megfelel§ csoportok kompoziciéo miveletét, vagyis homomorfiz-
mus. Itt az R-fibrumok menti szimultan eltolasok, melyekhez a H? identikus leképezése
tartozik, alkotjak a homomorfizmus R-rel izomorf magjat. Ezt fejezi ki az alabbi un.
egzakt sorozat.

0—-R— Isom(ﬁl\;f{) — Isom(H?) — 1, (2.5)



tehat minden Isom(H?)-beli elem elsall képként. Lasd részeletesen [11]-ben.

Ha tehat T' az SLoR (vagy Nil) tércsoportja, akkor p(I') H2-beli (vagy E2-beli)
sikcsoport. Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy minden H2-beli (E2-beli) sikcsoport
elgall-e igy, és milyen médon? De ebben a dolgozatban ezzel nem foglalkozunk.

3. Fogalmak, definiciék, osszefiiggések

A harom dimenziés euklideszi térben a kristalycsoportok osztalyozasa, mint mar emli-
tettiik, lényegében a XIX. szazad végére megoldodott. Az anal6g probléma napjainkra 4
illetve 5 és 6 dimenzidéra is megoldottnak tekinthetd, és a modszerek - részben az altalanos
eredmények miatt - elvileg magasabb dimenzidkra is kivitelezhet&ek. Itt a tércsoport vagy
kristalycsoport ma méar klasszikusnak tekinthets definicioja a kovetkezs:

Definicio 3.1 Az E" tér I' tércsoportja a tér izometridinak egy csoportja, mely cso-
port elemeivel egy megfelel6 kompakt alaptartoméanyra hatva a tér hézagmentes, atfedés
nélkiili kévezését nyerjiik.[]

Mar most utalunk ra, hogy itt lényegében az alaphalmazra vonatkozé megkdtések jelen-
tik az egyediili korlatozasokat (vesd dssze 3.9-el).
Természetesen értelmezhets ezutan a I' csoport I'g pontcsoportja, nevezetesen

Definicio 3.2 Az E™ tér I tércsoportjanak I'y pontcsoportja a I'-ban szerepld tran-
szforméciok linearis részeinek csoportja. [

Megjegyezziik, hogy ez a T'g csoport nem (feltétleniil) része a T’ tércsoportnak.

Mint kideriilt, az alaptartomény (tartomany - tartalmaz belsé pontot) korlatossaga E"-
ben biztositja a I'g végességét, és egy n-dimenzids Lp racs létezését.

Ezen klasszikus definiciok és eredmények motivaljak elsésorban a késébbi fogalomalkota-
sainkat.

Ehhez a 2 fejezetben szereplé { B}-t a IT alapsikon haté transzforméaciok halmazanak
elemeit E2 esetén tovabb bontjuk, és a B := (B, B;) alakba irjuk, ahol B; a B transz-
formacio linearis része, By-vel pedig a B un. eltolasi részét jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy az S2, H? sikok esetében {B} = {B;} mindig fennall [4],[10], el-
lentétben E2-vel.
Ekkor tehat a IT x R transzformacioi a kovetkezd alakba irhatok

B x (b,7) ~ (By,B;) x (b,7) ~ ({B; x b}, {By,7}) (3.1)

Ezutan a kovetkezd definiciot adjuk:

Definicié 3.3 A (3.1) szerinti {B; x b} halmazt a IT x R tér I csoportjahoz tartozo
linearis részek csoportjanak nevezziik és I'g-al jeloljiik. [

Ha most az E®-ben adott 3.1 és 3.2 definicidkat tekintenénk a II x R térbeli megfelel
csoportok definiciéjanak, akkor lathatjuk, hogy ezen definiciok szerint E2 x R-ben a
I' tércsoportok I'y pontcsoportjainak a végessége természetesen adoédik, nevezetesen a
Schonflies-Bieberbach tétel garantalja. H? x R-ben ez nyilvan nem teljesiilhet, mivel
V Ie Isom(H2)NT-ral €Ty teljesiil a 3.2 definicié értelmében. De mint latni fogjuk
3.10-ben, S? x R-ben sem kovetkezik az alaptartoméany kompaktsagabol a T'g végessége.
Emiatt tovabbi feltétellel bévitjiik az E™-beli tércsoportok 3.1-es definicidjat, igy jutva
el a IT x R-beli tércsoportok definiciojahoz. Nevezetesen megkoveteljiik egy L?-el jelolt



R-iranyu (egy dimenzios) racs létezését.
Definici6 3.4

LB(r) = {kr: (X,2) = (X,2+kr)VX €Il; Vz €R | k € Z}, (3.2)

ahol 7 a legkisebb ilyen pozitiv eltolds, melyet rogzitiink, lesz a IT x R tér I" csoportjahoz
tartozd R irdnyt rics értelmezése, ha létezik ilyen 7. Ha nem létezik, akkor LE az iden-
tikus leképezésbdl all.[]

Most tehat definialjuk altalanosan a IT x R tér I' tércsoportjat a kovetkezé modon:
Definicié 3.5 A T csoport a ITx R tércsoportja, haV g € I-rag € Tsom(IIxR) teljesiil,
valamint 1étezik olyan Fr-val jelolt kompakt alaptartomany, amelyre I'-val hatva a tér
hézagmentes, atfedés nélkiili kévezését nyerjiik, tgy, hogy 1étezik a fenti 3.4-es definicio-
ban szerepl§ LB < T, mely egy R irdnyt racs. O

Tovabba megadjuk a fenti I' tércsoport pontcsoportjanak a definiciojat:

Definicié 3.6 A T tércsoport 3.3-as definicié szerinti, linearis részek altal meghatarozott
T'p csoportjat nevezziik a I' pontcsoportjanak. [

Fontos tovabba a I tércsoportban az L ,maximali racs” fogalmanak a bevezetése, amely
az S? x R, H? x R terekben egyenértékii lesz a 3.4-es definicioban megadott R irdnyt
LR riccsal, E2 x R-ben viszont Lr egy 3 dimenzios rics lesz. Fontos viszont kiemelni,
hogy ez az E2 x R-beli "maximalis rdcs” nem irhato fel dltalaban direkt szorzat alak-
ban. Ugyanis az E2-beli racsot generalé eltolasokhoz tartozhatnak R-beli eltolasi részek,
mivel a lehetséges (most LE-beli) eltolasi komponenseket a Il-beli sikesoport generdtor
elemeihez fogjuk hozza rendelni (Tétel 4.1, ahogy majd latni fogjuk), tehat (E2 x R-ben)
nem a [y pontcsoport generatoraihoz.

Allitas 3.7 A I'y pontcsoport a I' tércsoport homomorf képe, mely homomorfizmus
magja a I'g egységelemére képez6ds I'-beli Lt racs elemei, és igy

a homomorfizmus tétel szerinti izomorfizmus all fenn.[

Megadhatjuk tehat a I'g pontcsoport egy masik a 3.6-ban megadottal ekvivalens defini-
cigjat.

Definicié 3.8 A T'/Lr = T faktorcsoportot a I' csoport pontcsoportjanak nevezziik,
melynek elemei tehat I'-nak az Lr invarians kommutativ részcsoportja szerinti mellé-
kosztalyai. Igy a I'(2 Ty) reprezentans elemei mar I'-hoz tartoznak, ezek halmazat
To(C T) jeloli. Feltehetjiik, hogy T'o-ban az R-beli 7; eltolaskomponenseket minimalisan
valasztjuk: 0 < 7; < 7, ahol (1) =: LR. O

Most a minél altalanosabb megkdzelités - illetve, mint latni fogjuk a késébbi 3.10-
3.11 allitdsok miatt - bevezetjiik teljes altalanossagban egy T Thurston-féle téren F
fundamentalis halmazzal tranzitivan haté I' csoportot.

Definicié 3.9 A T csoport a T (Thurston-féle) téren Fr fundamentdlis halmazzal
tranzitivan hatd csoportja < Vg € T'-ra g € Isom(T) és létezik olyan Fr =: F halmaz,
hogy F!' := {F9| g € T} a T tér egyrétt, atfedés nélkiili kovezéséhez vezet.[]

Ez a definici6 mind a 8 Thurston-féle geometria esetén egy minimalis kvetelményt
tamaszt, és latjuk, hogy itt a 3.1-es definicioval ellentétben nincs kikdtve pl. az F-re
vonatkozé semmilyen feltétel sem, igy példaul a teljes izometriacsoport is - a tér egyetlen
pontjaval, mint alaphalmazzal - eleget tesz a fenti kévetelményeknek.



A fent megadott definiciok és fogalmak bevezetése utdn természetesen mertl fel a
feltételek kozotti Osszefiiggések tisztazasinak a kérdése, melyeket S2 x R-ben az alabbi
allitas formajaban fogalmazunk meg.

Allitas 3.10 Ha T' az S? x R tér fenti 3.9-es definicioban megadott csoportja, akkor az
alabbi harom allitas koziil barmely kett6bsl kovetkezik a harmadik:

1. |Tp| < o0, azaz a pontcsoport véges.
2. 3 LB T, tehat létezik R-irdnyt racs [-ban.
3. 3 F korlatos, nem iires belsejti I'-alaphalmaz S? x R-ben.

Bizonyitas: 1.+2.=3.
Tekintsiik az S2 x R/LE(7) := H := SZ x [0,7], 0 < 7 € R gémbhéjat. Ez korlatos
tartomany S? x R-ben, és feltehetjiik, hogy F¢ C H teljesiil, ahol e a I'y pontcsoport
identitésa. Sziikségképpen FLo := {F9| g € To} C H' := S2? x [—27, 27] teljesiil, ahol H’
szintén korlatos, kovetkezésképpen F is korlatos kell legyen. Mivel Int(H) nem iires, és
ITo| < oo ezért Int(F) is kell tartalmazzon pontot.
2.+3.=1.
Képezziik ismét az S2 x R/LIE = H gdmbhéjat, mely tartalmazza F-et. Mivel F tartal-
maz belsé pontot, és FLo C H' := 82 x [-27,27], ezért [To| = |To| < oo teljesiil.
3.+1.=2.
Mivel most a feltétel szerint F korlatos és I'y elemszama véges, kovetkezésképp a csoport-
ban szerepld elemekben az R-komponensekben felléepnek R-irdanyu eltolasi részek. A T’
csoport elemeit irhatjuk a (g;, 7;) alakba, ahol ; jeldli a g; transzformacohoz tartozo R-
beli eltolasi részt. Igy (2.2) alapjan (gi, 7)(95,7;) = (995, 7 +75), illetve (g;,7:)(g;, ;) =
(gigj, Tj — Ti) teljestil, ha g;-ben fellép az R-beli ponttitkrozés. Mivel most I'y véges, igy
minden elemének rendje véges, a fenti szorzasi szabaly alapjan a I'g definialo relacioit
kielégitve meghatarozhatok a I'g identitasdhoz tartozé R-beli eltolasi részek. Ezek utan
T legyen a I'y identitdsdhoz tartozé legrovidebb nem zérus eltolasi rész. Ezt a 7 altal
generalt L® racsot minden g; € I' elem invaridnsan hagyja. B

Allitas 3.11 A fenti 1,2,3, feltételek egyikébdl sem kovetkezik a masik kettd.
Bizonyitas Példédkat adunk, amelyekben a fenti 1,23, feltételek koziil rendre egy teljesiil
a masik ketts viszont nem.

1. Legyen |T'g| < oo méghozzd I'g := Cy <Isom(S?) forgatasokbol allo ciklikus cso-
port, ekkor létezik a fenti altalanos definicié értelmében vett (+,0;[g]; {}) X 1r
tipust csoport, ahol nem létezik R-iranyu racs, illetve F := D x R nem korléatos
alaptartomany lesz, ahol D legyen a gémbi polusoknal 2& szigekkel rendelkezd
gbémbi kétszog, mint a Cq gdmbi csoport egy fundamentalis tartomanya.

2. Létezzen most egy L, = LB < T racs (0 < a € R). Legyen gémbi féldrajzi koor-
dinatakban F := {(¢,9,y)| ¢ =€ (mod 27), ¥ € [-5, Z],
y = z} fundamentélis halmaz - Int(F) = {@}) -; ahol €, z rogzitett értekek (ez egy
gombi f6kor fele lesz az (., z) = S? szinten). Legyen tovabba I' := {Ps 5 : (p,9,y) —
(¢ +2,%y+7)| » € R (mod 27); ¥ € R}, azaz ' folytonos kétparaméteres
csoport(|Tg| = 00). A fenti I' tartalmazhat barmely L, := {kalk € Z, 0 < a € R}

racsot, és 8% x R-beli kitoltést kapunk a 3.9-es altalanos definicionk értelmében.



Lathat6 tovabbé, hogy F nem tartalmaz belsé pontot, valamint mivel a I'g pontc-
soport a I' azon Pg 5 elemeibdl all, amelyekben 0 <7 < a teljesiil, igy ez is végtelen
elem lesz.

3. Legyen most F korldtos S% x R-ben, nevezetesen F := S2 x [0,a] (Int(F) # {0}).

A csavarmozgassal generdlt T' := (s), s : (p,9,y) — (¢ + a,%,y + a) csoport
végtelen elemi lesz, ha o irraciondlis szdm, T'g is végtelen rendid, tovabba nem
létezik (trivialistol kiilonb6zs) racs.l

Megjegyzések A fentickkel ellentétben, kénnyt latni, hogy az E2 x R térben a har-
madik feltétel - nevezetesen az alaptartomany (mely tartalmaz bels§ pontot) korlatossaga
maga utan vonja a tobbi feltétel teljesiilését, nevezetesen a Schonflies-Bieberbach tétel
biztositja ezt.

Kiemeljiik tovdbba, hogy ehhez hasonléan a H? x R térben az Fr alaptartomany kom-
paktsiga garantilja az LE rdcs létezését, ugyanis:

Allitas 3.12(Thurston [13])A T' C Isom(H? x R) a H2 x R tér diszkrét csoportja
kovéges <= p(I") diszkrét kovéges, és |Ker(p)| = co. O
Itt p a mar korabban bevezetett a fibrumok szerinti vetitéssel értelmezett projekcio az
alapsikra; illetve az X tér (most pl. X a nyolc homogén geometria egyike) I' C Isom(X)
csoportjanak kovégessége illetve kokompaktsaga azt jelenti, hogy az X/T' faktorhalmaz
(palyatér) véges mértéki(térfogatn) illetve kompakt.

Els6ként jegyezziik meg, hogy kovéges csoportok helyett kokompakt csoportokra is
igaz az allitas, hiszen a H% x R/T" nem kompakt véges térfogatti, akkor és csak akkor
ha a H2/p(T) is ilyen tulajdonsagi. (Megjegyezziik, hogy a 8 geometria koziil a harom
hiperbolikus geometriaban : H2, H2 x R, SLyR 1éteznek csak kovéges de nem kokompakt
csoportok.) Vegyiik észre tovabba, hogy a I' diszkrétsége és kokompaktsaga ekvivalens
az Jr kompakt alaptartomény létezésével. Valamint, hogy a |Ker(p)] = oo feltétel
egyenértékt az LB racs létezésével.

Osszegzéskent tehat elmondhatjuk, hogy a 3.5-6s definicioban megkivant LR récs létezése
csak az S% x R térben jelent valodi tobbletfeltételt.

4. A tércsoportok osztalyozasanak stratégiaja

Az S? x R térben hasznalt modszer analogiajara elGszor bebizonyitjuk a kévetkezd &l-
taldnosabb tételt.

Tétel 4.1(S?2 x R,H? x R,E? x R) Ha I a fenti 3.5-6s definici6 értelmében vett térc-
soport az elsbbi IT x R Thurston terekben, akkor I'/LE az alabbi harom tipus (osztaly)
valamelyikébe sorolhato:

I. Tipus G x 1r
II. Tipus G x 1gr
[I. Tipus G'G := (G x 1r) U ([(G’ \ G) x 1r], ahol G 2-indexti részcsoport G'-ben.



Most is G := (&£, g; [m1, ma, ..., me[{(M11, -y 15y )y e ooy Mk, - - s Mksy ) )
II-beli kompakt alaptartomanyt csoport (1.2) szerint.
Bizonyitas: Képezziik elgszor a T'/ LIE R-komponensét a I‘g{ véges csoportot.

Ekkor TR = (1r) vagy TR = (Igr) teljesiil. Ezek utdn harom eset lehetséges: ha
'R = (1R) teljesiil, akkor nyilvin I'/L® € T tipus. Ha I'ft = (1IR) 2 elemti csoport, azaz
1R is fellép, akkor mivel Tg kommutél barmely II-beli transzformacioval, igy a I'/LE
1r-komponensti elemei 2 indexti normalis részcsoportot alkotnak, ezért T'/LE € I Tipus
vagy III Tipus; és tobb lehetdség nincsen.ll

A fenti tétel megadja tehat szamunkra az osztalyozéas stratégiajat, ahogy azt mar
S2 x R-ben lattuk: a II-beli csoportok szignatiréaja szerint haladva vizsgaljuk meg sor-
ban az I-III tipusoknal adodé szoba jové megoldasokat. Az I-II tipusnal majd a I' pre-
zentélasa természetesen adodik (1.2) alapjan. A III tipustu csoportok meghatarozasa
az S% x R térben - a csoportosztalyok végessége illetve a csoportok végessége miatt
- viszonylag kénnyen adodott. Ehhez (altalaban II x R-ben) sziikséges feltétel, hogy
a kissebbik csoport alaptartomanyanak a kombinatorikus mértéke kétszerese legyen a
nagyobbik csoporténak.

A probléma megoldasanak kulcsat az E2 x R térben, tehat a megfelels csoportparok
kivalasztasat megtalalhatjuk [3] XIII.tablazatdban. A H2 x R térben a III. tipusi tércso-
portok meghatéarozasa viszont igen nehéz problémat vet fel, nevezetesen a lehetséges G'G
parok megadéasanak kérdését. A probléma tehat adott szignaturahoz a csoport 2-indexti
részcsoportjainak a meghatarozasa. Az egzisztencia kérdése eldontheté a kommutator
faktorcsoport rendjének meghatarozasaval, amelyet példaul a GAP programcsomaggal
meglehetGsen gyorsan meghivhatunk. Ezek utédn a 2-indext részcsoport létezésének szii-
kséges és elégséges feltétele ezen faktorcsoport rendje paritasanak a kérdésére redukalodik.
(Ha a rend végtelen, azaz eltolasok lépnek fel, akkor ezeket elhagyva, tehat a nemszamot
nullanak tekintve vizsgaljuk tovabb.) Altalaban viszont nem egy, hanem t&bb 2-indext
csoport is létezik, és a kivalasztas valamint a reprezentéicié nagyban fligg az alaptar-
toméany megadasatol is. A feladat tehat adott alaptartoményra egy véges algoritmus
megadasa, amely felsorolja az alaptartoményhoz tartozé G’ 2-indexti részcsoportjait.
Ezen feladat megoldésat most nem vessziik célba, csupan reprezentativ példékat adunk.
Megemlitjuk, a probléma nehézségét illusztralando, hogy a feladat algebrai modszerekkel
valo megoldasara meég a lényegesen egyszertibb Fuchs csoportok(irdnyitastarto transzfor-
méciok) esetén sem keriilhetett sor, lasd [2]-t.

Példa 2-indexi részcsoport kivalasztasara (3.abra)

Most a
G'=(+1;12,p.2¢; {(1)}); 2<p,g €N (4.1)
csoporthoz valasszuk a 3.abra szerinti 2 indexd
G1 = (+,2;[p,p,ql; {(1), (1)}) (4.2)
részcsoportot.

Szemléletesen tehat a nagyobb csoportban szerepld r méasodrendi forgatast elhagyva,
az alaptartomanyt r-képével megduplazva képeziink egy 2-indext részcsoportot, ahol a
2-rendi forgascentrummal szomszédos csics G1-ekvivalenseinél a szogosszeg megduplazo-
dik, ezért itt g-rendi forgascentrumot kapunk (3.4bra).



Az (1.3)-as képletbe behelyettesitve G’ esetén:
T {(2 2)+(2 2)+(2 2) 4+ (—2)+2(2-2)} = n( 7+2+1) (4.3)
KR=T - — - — —_— — — — = 77(— — — .
2 p 2q P q

G esetén pedig

2 2 4 2
Tk=7{2(-=2)+(-—2)+2(-2)+22—4)} =n(-14+ -+ ). (4.4)

p q p q
Ez valéban kétszer akkora, mint az el6bbi (k = —1, valoban a H? sikban kell és lehet

realizalni a csoportokat).
Ugyancsak a 3.abra szellemében [8], de mr =: g(€ H2) eltolastiikrozéssel parositva az m
és m sokszogoldalakat, kapjuk a H2-beli Gy csoportot.

G2 = (—,6;[p,p. s {}) (4.6)

Az (1.3) formulaba helyettesitve nyerjiik - x = l4+c—e =144—9 = —4 és x = 2—ayg (most
a = 1) alapjan, —6 = —g, azaz nemiranyithaté 6 nemszamau feliiletre - a kombinatorikus
mértéket:

Tk = 7r[2(2 —-2)+ (2 —2)4+(0) +2(—4)] =n(-14+ 4 + 2). (4.7)
b q P q
Ez 6sszhangban van az eddigiekkel: G és G kiilonb6z8, de mindegyik 2 indexd részc-
soport G’'-ben. (3.abra)

A csoportok I-III tipusainak meghatarozasa utan, a kbvetkezs 1épés a csoport elemei-
hez tartozo R-iranyu eltolasi részek meghatarozasa. Ehhez az un. Frobenius-féle kongru-
enciarelaciokat kell megoldanunk, tekintettel (2.2)-re, illetve a csoportok lényegében (1.2)
alapjan ad6doé definialo relacidira. Majd a megoldéasok ekvivariancia osztélyokba sorolésa
kovetkezhet. Ezt az ekvivarianciat a kdvetkezé fejezetben részletesebben targyaljuk.

Most kicsit kirészletezve bemutatunk egy mintapéldat, amelybsl tobbféle IT x R-beli
tércsoportot szarmaztathatunk (4.abra).

Tekintsiik a G(u)-val jelolt

G(u) = (=1,5[2,ul; {}),
G(u) = (91,92 — 93, (919292)") g1 €1ls, g2 € I3 (4.8)

II-beli haromszdgcesoport szériat [1],[8], amely az u pararaméter valtoztatasaval kiilon-
bo6z6 I sikokban realizalodik, nevezetesen u = 1 esetén szférikus, u = 2 esetén euklideszi,
u > 3 esetén pedig hiperbolikus sikcsoportot hatdroz meg, minthogy

2 2 2
Te=ml(z—-2)+(-—2)+22-1)]=n[-1+ —] (4.9)
2 U U

Most féleg az u > 3 hiperbolikus esettel foglalkozunk, a fenti sikcsoportot I-es ti-
pusit HZ x R-beli tércsoportta bovitve. A fenti prezentalas alapjan a (g1,71), (92, 72)
generatorokra a Frobenius féle kongruenciarelaciokat felirva

21 =0 (11 +2m2)u=0 (mod 1). (4.10)
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=10

P 3.abra
Prezentdlo alaptartomdnyok a

G’ = [m,r,r1,e1,a1,by —m? 2, ¥ meymer?t, (reyriarby fay tby)?],

G1 = [m,r1,e1, a1, by;m(= rmr), ro(= rrir), ea(= reyr), az(= rasr),
by —m2,m% r}, rb, melmefl,megmegl, (61T1albl_lal_1b1627"2a2b2_1a2_1b2)q],

Gy = [r1,e1,a1,b1;9(= mr), ro(= rrir), ea(= re1r), as(= rair),
ba(=rbyr) —r¥,rh, g_lelgegl, (617’1(11b;la;1b1€27’2a2b;1a51b2)q] hiperbolikus
stkesoportokra a Poincaré algoritmus alapjdn.

11



Ezek megoldésai az u > 3 esetben

(t1,72) = (0,0), (11,72),= (%, i) (11,72)=(0,—), k=1,2,...,u (4.11)

tetszGleges u-ra, illetve

cU (4.12)

4.4abra
G(3) = (91,92 — 97, (919292)°) 7 := (91,0); g := (g2,0); 1 := (e, 7)
I'=(r,g,t — 1% (rgg)3,rtrt=1, gtg= 1)
Azu=1,S2 x R térben felléps esetek [6]-ban 7,2.1 alatt megtaldlhatok. Az u =2,
E2 x R = E3 esetén fellépd euklideszi tércsoportok
(0,0) ~ Pba2(No.32); (0,%) ~ Fdd2(43); (0,%) ~ Pnn2(34); (1,0) ~

1) 29
Pca21(29); (1,1) ~ Fdd2(43); (4%, 1) ~ Pna2,(33) a nemzetkizi tdblizatok szerint.
Az Fdd2 tércsoporthoz vezetd fenti esetek ekvivaridnsak Isom(E2 x R) szerint.

5. Ekvivariancia, algebrai és geometriai izomorfizmus

A szamitasba jOov6 Osszes csoportosztaly meghatarozasa utan a f6 kérdés a csoportok
ekvivalencidjanak meghatarozasa. Az ekvivariancia fogalma adja az osztalyozas alapjat,
amely geometriai izomorfizmust jelent, megkiilénboztetve a csoportok algebrai izomor-
fiznusatol. Az ekvivariancia fogalméat lényegében Macbeath vezette be 2 dimenzios geo-
metridkra.

Most réviden targyaljuk a IT alapsikbeli sikcsoportok ekvivarianciajat, folelevenitve a
sziikséges fogalmakat.
A TI sik T'; és T'y csoportjait ekvivariansnak nevezziik (geometriailag izomorfnak), a II
sik Hom(II) homeomorfizmus csoportja szerint, ha

Ih(e Hom(Il)) : X — X' (X, X' €Mésp: Ty — T (5.1)
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csoportizomorfizmus, hogy barmely X € I és g € I'; esetén

Y =Xg< Yh=Xh(gp) (5.2)

Ebbdsl
Xgh = Xh(gp) = go = h™'gh. (5.3)

Tehat, a I'y, T's csoportok ekvivariansak, ha konjugaltak Hom(II)-ben.
Felidézziik tovabba a szignatirak ekvivariancidjanak kritériumérol szolo tételeket [9],
ahol most az i-edik peremkomponens diéderrendjeinek halmazat (C;) jeloli
Tétel 5.1(Macbeath) Ha a

L= (4;9;[m1,...,m]; {(C1),...,(CK)})

és a

I = (+:95 [my, - om i {(C1), -, (CR)}) (5.5)
csoportok ekvivariansak, akkor r = 7/, k = K/, a I'-ban szereplé {m;} halmaz az {m}}
halmaz egy permutécioja, és létezik a peremkomponensek olyan @y 5 . ) permutécioja,
hogy minden i-re C} direkt ekvivalens Ca(iy-vel (tehat az i-edik peremkomponensben
szerepld {n;1, ..., s,  szdmsor minden elemére n;; = N (i);j+1 teljestil minden 1 < 7 <'s;
esetén valamely I-re (mod s;)), vagy minden i-re C] inverz ekvivalens Cg(;)-vel (tehat a
peremkomponens minden elemére n;; = ng(;);—p teljesiil (mod s;)).0]
Tétel 5.2(Macbeath) Ha a

I'= (=g [mi,....,mJ; {(C1),....,(Ck)})
és a

"= (=95 my, - om i {(C1), -, (CR)}) (5.6)
csoportok ekvivariansak, akkor r = 7/, k = K/, a I'-ban szereplé {m;} halmaz az {m}}
halmaz egy permutécioja, és létezik a peremkomponensek olyan @y 5 . xy permutécioja,
hogy minden i-re C direkt vagy inverz ekvivalens Co(s)-vel.lJ
Mint méar emlitettiik, Macbeath bebizonyitotta az alabbi, a H2-beli sikcsoportokra vo-
natkozoé fontos tételt:
Tétel 5.3(Macbeath) Ha a T" és TV csoportok izomorfak, akkor ekvivariansak, azaz létezik
a siknak olyan h homeomorfizmusa a siknak, hogy ¢(I') = h='T'h teljesiil.0]

A TIx R térben az ekvivariancia két lehetséges fogalmat targyaljuk kiemelve a kiilonbsé-

geket, és a f6 nehézségeket.

5.1. A ,hasonlésagi”’ ekvivariancia

Az S? x R térben hasznalt definicié analogisjara természetesen vezethetjiik be altalaban
II x R-ben az ekvivariancia kévetkezé fogalmat:
Definicio 5.1 A II x R tér I'y és I'y tércsoportja ekvivarians <

JH :=hxs : h€ Hom(Il), s € Sim(R), : T9 = H 'T1H, (5.6)

ahol Hom(IT) jeloli a IT sik homeomorfizmus csoportjanak azon legsziikebb részcsoportjat
amelyben a II-beli ekvivarians csoportok mér konjugaltak. S2? esetében ez Isom(S?) lesz,
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E2-ben mint jél tudjuk az affinitasok csoportja lesz, H2-ben pedig bonyolultsaga miatt
itt most nem adunk meg ilyen sziikebb csoportot. A fenti definicié természetesen adodik,
ha figyelembe vessziik, hogy a II-beli ekvivaridns csoportok Hom(II)-ben konjugaltak,
illetve az R-irdanyt racs hasonlosag erejéig adott.

Lathato tovabba az a fontos tény, hogy ha I'y és 'y ekvivarians csoportok, akkor p(I'1)
és p(I'y) ekvivariancidja természetesen adodik, ugyanis:

Iy/Lr, = (H ‘T H)/Lr, = H *(I'y/Lr,)H. (5.7)

5.2. Ekvivariancia homeomorfizmussal

A masik altaldnosabb fogalom a faktorterek topologiai tulajdonsagait jellemzi, mint latni
fogjuk.
Definicio 5.2 A II x R tér I'y és I's tércsoportja ekvivaridns <

JH € Hom(II x R), : Ty = H™'T'H (5.8)

Egy ilyen H homeomorfizmus tehét az x pont I';-palyalyat a H (z) pont I'y-pélyalyara
képezi, igy homeomorfizmust indukal a T/T'y, T /Ty faktorterek kozott, T =11 x R. Az
ekvivariancia tehat topologiai ekvivalenciat indukal, és természetesen algebrai izomorfiz-
must, de a megforditds nem mindig igaz, mint latni fogjuk.

E™-ben ma mar klasszikusnak szamité tétel mondja ki, hogy két tércsoport akkor és csak
akkor izomorf, ha affin konjugaltak. Tehat itt minden izomorfizmusnak létezik geometriai
realizacioja. Ugyanezt bizonyitotta Macbeath a hiperbolikus sikban. Koénnyen lathat-
juk viszont, hogy ugyanez nem megy még az allandé gorbiiletd S2-ben sem, ugyanis pl.
Cy = D; (ahol Cy egy mésodrendii forgatés altal generalt csoport, Dy egy gombi f6korre
valo tiikrozés altal generalt szintén két elemtd csoport) de nyilvan nem létezik geometriai
realizacid, ugyanis: egy geometriai izomorfizmus megdrzi a transzformdcick irdnyitdstar-
tdasdt(tehdt irdnyitdstarts transzformdcid képe szintén irdnyitdstartd).

Fontos kiemelniink tovabba, hogy itt sajnos nem igaz, hogy ekvivaridns csoportok alapsik-
beli vetiilete is ekvivarians csoportot ad. Példaként emlithetjiik az S2 x R-beli 7q0.I.3(2k—q)

és 5qo.I.4(%, %) fixpont mentes csoportosztalyokat, amelyek diffeomorf (igy homemeorf)
ekvivariansak [6],[7], de lathatoan kiilonb6z6 szignattrdhoz tartoznak. Lathatjuk azt is,
hogy hasonlosag nem biztosithatja az ekvivarianciat. Tehat az (5.1) szerinti osztalyozas
S2 x R-ben valoban bévebb volt mint a valodi homeomorfizmus ekvivariancia osztalyozas.
Ezzel ellentétben E2 x R-ben az (5.1)-bél adodo relevans affinitds osztalyozas ugyanazt
kell adja mint az dltalanosabb homeomorfizmus ekvivariancia, ugyanis minden E2 x R-
beli tércsoport egyben E3-beli tércsoport is lesz.

Visszatérve a tércsoport(osztalyok) meghatarozésanak stratégiajahoz, a Frobenius kon-
gruencidk megoldasa utan kapott csoportok halmazénak ekvivariancia osztalyokba so-
rolasa a feladat. Ha az 5.1 szerinti definiciot tekintjiik az osztalyozas alapjaul, akkor
ezt az S? x R-ben alkalmazottakhoz hasonléan végezhetjiik, nem nehéz elhinni, hogy
ugyanazok a tipusd transzformaciok jonnek szamitésba (amelyek tehat a csoportok ek-
vivariancidjat biztositjak). Ezek leirasa megtalalhato [5]-ben, ezt a tovabbiakban nem
kivanjuk részletezni.

Fontos viszont megemliteni, hogy az altalanos homeomorfizmus ekvivariancia S% x R-hez
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hasonléan (EZ x R-el ellentétben) kevesebb tércsoportosztalyhoz vezethet, és mint emli-
tettiik itt nem igaz, hogy ekvivarians csoportok vetiilete is ekvivarians (tehat ugyanah-
hoz a szignaturahoz tartozik izomorfia erejéig). Vagyis kiillonb6z6 szignattarahoz tartozo
H? x R-beli megoldasok lehetnek ekvivaridnsak, ami meglehetésen bonyolulttd teszi a
problémat.
Kiilonosen fontos ez a térformékat ado fixpontmentes csoportoknal, ahol csak a transz-
formaciok iranyitastartdsanak az ekvivarianciaval szembeni invariancidja lesz a tampont.
Mégis az alabbihoz hasonlé eredmények, és finom meggondolasok segitségével a H? x R-
beli térformak egy lehetséges osztalyozasa reménytelinek igérkezik.

Allitas 5.3 Ha a H? x R-beli I'1, Ty els6 tipusbeli tércsoportok a 4.1 Tétel szerint,
és homeomorf ekvivariansak, akkor a H2-beli vetiiletiik is ekvivarans.
Bizonyitas Mivel most az 1r tiikrézés nem eleme a tércsoportnak, és az R-iranyu el-
tolasok kommutéalnak minden H2-beli transzforméacioval, képezhetjiik a kovetkezs direkt
szorzat felbontast:

Iy = (/L) x L, Ty = (T'e/LE) x LY, (5.4)
és o(I'1) = Ty miatt p(Iy/LE) = Ty/LE, kovetkezik, hiszen barmely két R-irdnyt
racs hasonlo. Ezek utan a faktorcsoportok elemeinek R-beli eltolési részeitsl eltekintve

izomorf H2-beli csoportokat kapunk, melyek Macbeath tétele (5.3 Tétel) szerint ekviva-
riansak lesznek.Hl
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S=(..0) SxR

R=(X, .)

EPxR

R=(X, .)

E=(. 0)

2.4bra A TI x R terek szimbolikus interpretacioi [4],[7],[10] alapjin
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