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KORSTRUKTURALT POPULACIODINAMIKAI MODELL
STABILITASA
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1974-ben Gurtin és McCamy bevezette a Lotka—McKendrick korstrukturalt modell
egy nemlineéris valtozatat. Az azéta eltelt 30 évben ez a PDE modell és kés6bbi altala-
nositasai a populaciddinamika egyik legtobbet kutatott teriilete lett. Gurtin és McCamy
dolgozatukban levezették a modell stacionarius megoldasahoz tartozo karakterisztikus
egyenletet, de stabilitasi eredményeket egészen specialis esetektdl eltekintve nem tudtak
bizonyitani. Nemrég Farkas Miklos levezette ezt a karakterisztikus egyenletet teljesen
maés forméaban, melynek segitségével stabilitasi eredményeket sikeriilt igazolnunk altala-
nos feltételek mellett. Ebben a dolgozatban megmutatjuk a két egyenlet ekvivalenciajat,
majd megadjuk stabilitasi eredményeinket a legéltalanosabb formaban.

1. Bevezetés

1926-ban A. G. McKendrick 1j fejezetét nyitotta meg a matematikai populaci-
odinamikanak. [9] dolgozataban egy 14j, tn. korstrukturalt modellt vezetett be els6-
sorban biologiai, demografiai problémak modellezésére, mely modell, illetve késGh-
bi nehéz, matematikai szempontbdl is igényes problémakat felvets altalanositésai a
populaciodinamika egyik legtobbet kutatott teriilete lett. A teljesség mindenfajta
igénye nélkiil néhany altalunk jol hasznalhatonak tartott monografia a témakorbél,
amelyekben az olvaso tovabbi hasznos referenciakat talalhat: [1], [6], [8], [10], [11].

A McKendrick-modell lényegi Gjitasa, hogy korstrukturéaval jellemzi a popula-
ci6ot, mely a leginkabb relevans meghatarozéja az tn. vitalis ratdknak, melyekkel
jellemezhetSk a populacio egyedei. A modell — mely egy parciélis differencialegyen-
let a megfelel§ peremfeltételekkel — egy fajbol allo populacié dinamikajat adja meg,
melyben nincs migracié. Természetesen t6bb fajbol allo biologiai rendszerek is mo-
dellezhet6k a megfelel6 szami egyenletb6l allo modellel, 1d. pl. [8], [5].
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Jeloljik p(a,t)-val a t id6pillanatban az a-koru egyedek stirtiségét, azaz a po-
puléci6 Gsszlétszama a t id6pillanatban a

P(t):/ooop(a,t) da:/omp(a,t) da

mennyiség, ahol m jeldli a maximalis életkort. Ilyen véges m biologiai okok miatt
nyilvin mindig létezik, és sok esetben matematikai szempontb6l kénnyebb véges
tartoju fiiggvényekkel dolgozni. Megjegyezziik, hogy a két modell (véges, illetve
végtelen tartoja fliggvények) lényegesen kiilonbozden kezelhetd.

Mivel a modelliinkben nincs migracio, a t + dt id6pontban azok az egyedek
alkotjak a populaciot, akik éltek az a — dt id6pontban, illetve le kell vonni azon
egyedek mennyiségét, akik meghaltak a dt idé alatt. Az a kort egyedek mortalitasat
w(a)-val jelolve kapjuk

p(a,t + dt) = p(a — dt,t) — p(a — dt, t)p(a — dt) dt.

Ertelemszerten az egyedek az id6 eldrehaladasaval parhuzamosan Sregednek,
tehat da = dt, az egyenletet megfelelen rendezve a kovetkezot kapjuk

pla,t + dt) — p(a,t) + pla,t) — pla — dt,t) = —p(a — dt)u(a — dt) dt,
amibdl dt (ill. da)-val leosztas utan kapjuk da = dt — 0 esetén
p;(a,t) —i—p:l(a,t) = —p(a)p(a,t), 0<a<m<oo.

Az a koruak fertilitasat (3(a)-val jellve az ujsziilottek strtisege

p(0,t) = /Om B(a)p(a,t)da, t >0,

megadunk tovabba egy kezdeti koreloszlast p(a,0) =: po(a).

Ebben a modellben tehat a vitéalis ratak csak a kortol fiiggnek. Ezt a klasszi-
kus korstrukturélt linearis modellt ma mar jol ismertnek tekinthetjiik, jo leirast ad
pl. [8] els6 két fejezete.

Az alkalmazasok szempontjabol lényegesen érdekesebb, ha a vitalis ratak, 0
és p nem csak a kortol, hanem a populacié 6sszlétszamatol P(t), vagy annak va-
lamilyen sulyozott atlagatol, vagy explicite a t id6tdl fliggnek. Ezt a nemlineéris
modellt Gurtin—-McCamy vezette be 1974-ben [7]. A modell biologiai Gjitasa igen je-
lentGs: a rendszer dinamikajat meghatarozo sziiletési, illetve halalozasi fiiggvények
Osszlétszamtol valod fliggésének figyelembe vétele lehetGséget ad olyan mar ismert
jelenségek, mint példaul az Alle-effektus vizsgalatara, amikor az egyedek fertilitasa
az Osszlétszam egy bizonyos K kritikus értékéig ndg, mert nagyobb a ,meeting” va-
loszintisége, a K értéken tul pedig csékken, példaul a tulzott létszam miatt csokken
a szaporodokedv.
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A maésodik esetben, amikor tehdt a vitalis ratak explicite az id6tsl fiiggnek,
linearis nem-autoném parcidlis egyenletet kapunk, melynek aszimptotikajat a [3]
dolgozatban kezdtiik el vizsgalni. Igen érdekesnek igérkezik a periodikus vitalis ra-
takkal rendelkez6 rendszer megoldasai viselkedésének vizsgélata.

Ahogy méar emlitettiik, szamos dolgozat foglalkozik a modell olyan altalano-
sitasaival, amikor a vitalis ratak nem a P(t) Osszlétszamtol, hanem annak vala-
milyen sulyozott atlagatol, S(t) = fom ~v(a)p(a,t) da, illetve véges sok ilyen S;(t)
sulyozott atlagtol fliiggnek. Ez sok esetben biologiai szempontbdél még realisabba
teszi a modellt, hiszen pl. a kiilonb6z6 kort egyedek nem egyforman vesznek részt
a szaporodésért vivott harcban.

2. A karakterisztikus fiiggvény

A Gurtin—-McCamy altal bevezetett modell a kévetkezd nemlineéris parcialis
differencialegyenlet

pil(a,t) —|—p2(a,t) = _:u(a’ P(t))p(m t)

a kévetkez6 integral peremfeltétellel:

p(0.1) = / " 8(a, P(1))p(a.1) da.

illetve a po(a) := p(a,0) kezdeti koreloszlassal, amely teljesiti a kovetkezd kompa-
tibilitasi feltételt: po(0) = fomﬁ(a,P(O))po(a) da. Kiemeljiik, hogy most a vitalis
ratak véges tartoju fliggvények m maximalis életkorral, ez biologiai szempontbol
reélis, hiszen minden egyed véges életkora. Gurtin és McCamy [7]-ben bizonyitottak
a megoldasok létezését és egzisztenciajat a megfeleld feltételek mellett.

A fenti modell egy stacionarius, id6t6l nem fiiggs p.(a) megoldasa egyensi-
lyi helyzete a rendszernek. Kénnyen belathatd, hogy ilyen egyensiilyi helyzet csak
olyan (id6tdl fiiggetlen) P Osszlétszamnal valosulhat meg, amely kielégiti a kovet-
kez& egyenletet:

R(P) = /Om B(a, P)n(a, P)da = 1.

Itt 7(a, P) = e~ J§" w(s:P)ds annak a valoszintsége, hogy egy egyed megéri az a
életkort, illetve R(.) az ugynevezett reprodukcios rata, az egy egyed altal produkalt
utédok varhato értéke.

Ha tehat adottak a u,( vitalis ratak, akkor megoldhatjuk a fenti egyenletet
P-re, majd ezen P, megoldasbol(megoldasokbol) kapjuk a stacionarius megoldas
ps«(a) Gjsziilotteinek szamat a kovetkezs képlet szerint:

P,

O T Py
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amibdl a stacionarius megoldés

p«(a) = p(0)7 (a, P)

meghatéarozhato. Persze tobb stacionarius megoldés lehet attol fiiggéen, hogy az
R(.) fiiggvény hanyszor veszi fel az 1 értéket.

[7]-ben a szerzdk levezették a stacionarius megoldashoz tartozd karakteriszti-
kus egyenletet, de stabilitasi eredményeket egészen specialis esetektél eltekintve
nem tudtak bizonyitani. Az altaluk levezetett egyenlet a kévetkezs:

(2.1) 1= /Om r(a)e " da + g, (E’:O - /Om r(a)f, () da) ,

ahol r(a) = fo(a)mo

(22)  n=B / By(a)mola) da, [, (a) = /an—w—aug(a)da,

tovabba

By féne‘”“ﬂo( )
(2.3) = T B T / Bo(a)po(a

A mi jeloléseinkkel Ag(a)=p (s, Py), mo(a) =7 (a, Py), Bo(a)=0(a, P,), y=A\.
[5]-ben a szerz6 egy 1j karakterisztikus egyenletet vezetett le, amely a kivet-
kezé:

(2.4) K(A) = A11(A)Axa(N) — A12(MN) A1 (N) + A12(N) + Aar(A) =1,
ahol

All()\) = / 6*)\&6* S (s, P.) ds dCL,
0

Aa(N) = —p*(O)/ e_A“e_foa”(svp*)dS/ e (s, P.) e ds da,

0 0

m
A21<)\) = / e_)\aﬁ (a7 P*) e .[oar ,J/(S7P*) ds da7
0
A22(/\) = P« (0)/ ﬂ;; (a, P*) @7-[0(1 n(s,Py)ds da—
0

m a
—p.(0) / (‘f—k“ﬁ (a, P,) e 5 nl P ds / i (s, P.) ds) o
0

0

itt P, = fo p«(a) da a stacionarius megoldas Osszlétszama.

Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



KORSTRUKTURALT POPULACIODINAMIKAI MODELL STABILITASA 5

Lassuk be, hogy a két egyenlet ekvivalens.
A (2.1) egyenletbe behelyettesitve a (2.2)—(2.3) kifejezéseket, a mi jel6léseinkre
attérve, illetve a p,(0) = fm‘n'(ltji*P)da Osszefiliggést hasznalva kapjuk a kovetkezd
o (a, P

egyenletet:
(2.5) 1= / e 3 (a, P,) 7 (a, P,) da+
0
+ Trrteryda Jo €7 (P da

Ut pretpyas Jo 7 (@ P Jy e XDl (s, P,) ds da

/m Bp (a, P) m (a, P.) da—
0

Trrerya Jo €7 (@ P.) da

0

Ut Tty Jo 7 (@ P) Jy e Xm0k (s, P) dsda

/ ﬁ(a,P*)/ e M=)k (s, P,) ds da.
0 0
Ebbdl az A;; () formulakat bevezetve kapjuk

e I
L+p.(0)222G ) Jo

—p«(0) i
Innen (0)A11(A) | Az2(N)
p«(0)A11 22
1=An(\)+ ( 1— Ap(V) > p«(0) ’

ebbdl pedig atrendezéssel kapjuk a (2.4) egyenletet.

Latszolag tehat ez az tjabb (2.4) karakterisztikus fiiggvény sem egyszertibb,
mint a kordbbi (2.1)-es, mégis sokkal jobban kezelhetének bizonyult, és stabili-
tasi/instabilitasi eredményeket sikeriilt igazolnunk igen altalanos §, u fliggvények
esetén is.

Vegyiik észre, hogy az 1j karakterisztikus fliggvény szempontjabol szembeting
kiilonbség, hogy a vitalis ratak véges tartoju figgvények-e vagy sem. Utobbi eset-
ben az A;; egyiitthaték Laplace-transzformaltak, a karakteriszikus fiiggvény pedig
polinom véges sok gyokkel, mig az els6 esetben exponencialis fliggvény végtelen sok
gyokkel.
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Példa. A kovetkez6 numerikus példaban olyan sziiletési és haldlozasi ratakat
adunk meg, amely valasztas esetén a (linearis) rendszernek (végtelen sok) stacio-
narius megoldéasa van. A sziiletési és halalozési fliggvények végtelen tartojuak, igy
a karakterisztikus fliggvény polinom lesz.

Legyen

B(a) := ab(40 — a)%e™®, pu(a) :==0.2.
Ebben az esetben 7(a) = ¢7%-2% adodik.

A reprodukeios rata pedig R = [ A(a)r(a) da ~ 235544.91026520347508. Va-

lasszuk tehat az 4j § fiiggvényt a kovetkez6 normaléssal: § := g,

R

0.51
0.4+
0.31
0.2+
0.1+

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

6 2 _ —a
. o a®(40—a)“e
1. dbra. B(a) = 535547.91026520347508

0.31
0.25 1
0.2
0.151
0.11

o 2 a4 6 8 10 12 14 16 18 20

2. dbra. u(a) :=0.2
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A (2.4)-es karakterisztikus egyenlet linearis modell esetén a kovetkezs egyszerd
alakra redukalodik:

Kx)=1= /OOO e " B(a)m(a)da,

aminek lathatéan a 0 mindig gyoke, igy a stacionarius megoldas nem lehet aszimp-
totikusan stabil.
Valéban,

o)
K(x) ~ / 0.42454748815165876777 - 10 %~ "*a%(40 — a)?e "¢~ da ~
0

4.8907870635071090047  1.7117754722274881516 , 0.17117754722274881516
(z +1.2)7 (z + 1.2)8 (z + 1.2)°

b

és a K(x) =1 egyenlet megoldasai kozelit6leg a kovetkezsk:
1,2 ~ —2.376 £ 0.545¢, 34 ~ —1.527 £ 1.2264,
r56 ~ —1.025 4 0.066i, x78 ~ —0.470 4+ 0.984i, o ~ 0.279 10721
Lineéris modell esetén, ha létezik stacionarius megoldas, akkor annak tetszéle-
ges (pozitiv) konstans tobbszorose is ilyen tulajdonsagu, igy stacionarius megolda-

sok egy I osztalyat kapjuk.

pula) :==m(a), I={c-pula)]|ce R’}

0.8

0.6

0.4+

0.2

Alkalmazott Matematikai Lapok 22 (2005)



8 FARKAS JOZSEF ZOLTAN
3. Stabilitas

Ebben a fejezetben a Gurtin-McCamy-féle nemlinearis modellre vonatkozo sta-
bilitasi eredményeinket ismertetjiik.

Stabilitas alatt mindig aszimptotikus stabilitast értiink. Stabilitasi/instabilitasi
eredményeink bizonyitasainak kulcsa a (2.4)-es karakterisztikus egyenlet, illetve a
[5] dolgozat 2.2-es tétele, miszerint ha a (2.4)-es karakterisztikus egyenlet minden
gyokének valos része negativ akkor a p.(a) stacionarius megoldas aszimptotikusan
stabil, masrészt ha létezik pozitiv valés részii gyoke akkor a stacionarius megoldas
instabil.

Tegyiik most fel, hogy a p halélozasi fiiggvény nem fiigg a populéci6 6sszlétsza-
matol, P-t6l, csak az a kortol. Ez realis feltevés lehet olyan bioldgiai modellekben,
ahol az egyedek pusztulasa szempontjabol a fajon beliili 1étszam elhanyagolhato,
mint példaul mélytengeri koralloknal. Ebben az esetben az aldbbi eredmény iga-
zolhato.

1. TETEL. A u(a),B(a, P) alaku vitalis ratak esetén a p,(a) stacionarius meg-
oldas aszimptotikusan stabil, ha (% (., P.) <0, illetve ha 8% (., Py) > 0, akkor a
staciondarius megoldéas instabil.

A tétel bizonyitésa a ((a, P) = b(a) f(P) specialis esetben megtalalhato a [2]
dolgozatban, illetve a [4] dolgozatban a 2-es tétel egy altalanosabb modell esetén
mond ki hasonlé eredményt, amelynek a bizonyitédsa konnyen atviheté a mi model-
liinkre.

Vegyiik észre, hogy a fenti esetben

R(P) = / " B(a, P)r(a) da

miatt, ha G5 (., Px) < 0, akkor R'(P) < 0, m(a) > 0 miatt, illetve ha 8% (., P.) > 0
teljesiil, akkor R/(P) > 0.

Mint latni fogjuk, az an. reprodukcios rata R(.) nagymértékben meghatarozza
a populaci6é dinamikajat az altalanos esetben is.

Tegyiik tehat most fel, hogy mindkét vitalis rata fligg mind az a kortol, mind
a P Osszlétszamtol.

Ebben a teljesen altalanos esetben a alabbi instabilitasi eredmény igazolhato:

2. TETEL. Az éaltalanos p(a, P), 8(a, P) alaku vitalis raték esetén az R' (P,) >
0 feltételbdl kévetkezik, hogy a P, dsszlétszamhoz tartozé p.(a) stacionarius meg-
oldés instabil.

Ennek az eredménynek a bizonyitasa konnyen adodik az [4] dolgozat 3-as téte-
lének bizonyitasabol a v = 1 valasztas esetén.

Sejtésiink szerint a lényegesen nehezebb és érdekesebb eredmény is igazolhato,
tehat az, hogy az R’ (P.) < 0 feltételbdl kovetkezik a p,(a) stacionarius megoldés
stabilitédsa, de ezt mindeddig nem sikeriilt bizonyitani.
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Tekintsiik most a 5(a, P), u(a) specidlis esetet. Ekkor

R(P) = /O " 81.(a, P)r(a) da

miatt az R’ (P,) < 0-bol kovetkezik, hogy

/O Bp (a, Py) m(a)da < 0.

Vegyiik figyelembe tovabba, hogy a w(.) fiigvény a 3. dbra szerinti monoton
csOkkend pozitiv fiiggvény.

Mindezekbdl kiovetkezik, hogy a (., P) fiiggvény a populdcionak a nagy fer-
tilitasa korcsoportjainal a P, kornyezetében a P Osszlétszam novelésével csokken,
tehat ezekre a korcsoportokra a ' (., P.) < 0 feltétel kell teljestiljon. Ha ez minden
a-ra teljesiilne akkor 2-es tétel garantalna a stabilitast.

A modelliink segitségével tehat a fenti egzakt matematikai eredményekbdl az
alabbi kiévetkeztetéseket tehetjiik.

Ha egy populaciéban a maximalis fertilitdst korosztalyok el6tti korosztalyok
mortalitasa kicsi, mint pl. a fejlett vilagban él6 embereké, akkor a populacié nem
lesz annyira érzékeny egyes kisebb korcsoportok szaporodasi ratajanak gyors meg-
valtozasara. Ellenkez§ esetben, tehat ha a maximalisnal jelentGsen alacsonyabb
fertilitasu egyedek mortalitasa is jelentds, akkor a populacié egyes kisebb korcso-
portjainél beallo megnovekedett szaporoddkedyv is instabilitast okozhat, azaz a sza-
porodoképes egyedek mortalitdsidnak novekedése destabilizalja a rendszert.

Ez a viselkedés magyarazhatja olyan populaciok létezését, ahol a kevéssé sza-
porodoképes (fiatal) egyedek hatarozzak meg a dinamikat, mert az § mortalitasuk
relative nagy. Az itteni korcsoportoknal a szaporodokedvben bekdvetkezs valto-
zasok a dontdek. Jo példaul szolgalhatnak erre bizonyos északi-tengeri halfajok,
amely populacidkban a fiatal egyedek planktonnal, aprobb rakokkal taplalkoznak,
mig a felnétt egyedek a fiatal egyedekkel taplalkoznak, tehat kannibalok.
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